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Primeiramente note que n55 + n33 + 7n15 = 3n5 + 5n3 + 7n15 . Comomd
(3; 5) = 1, basta mostrarmos que o numerador �e m�utiplo de 3 e5. Pelo teorema de Fermat:3n5 + 5n3 + 7n � 5n3 + 7n � 5n+ 7n = 12n � 0 (mod 3);3n5 + 5n3 + 7n � 3n5 + 7n � 3n+ 7n = 10n � 0 (mod 5):Problema 4. Mostre que n7 � n (mod 42); 8n 2 NPelo teorema de Fermat,n7 � n (mod 7)n7 � (n3)2 � n � n2 � n = n3 � n (mod 3)n7 � (n2)3 � n � n3 � n = (n2)2 � n2 � n (mod 2)Como 2, 3 e 7 s~ao primos entre si, n7 � n (mod 2 � 3 � 7 = 42).Exemplo 5. (Bulg�aria 95) En
ontre o n�umero de inteiros n > 1para os quais o n�umero a25 � a �e divis��vel por n para 
ada inteiroa.Se n satisfaz o enun
iado, p2 (p primo) n~ao pode divid��-lo, poisp25 � p n~ao �e divis��vel por p2. Assim, n �e m�ultiplo de primosdiferentes. Os fatores primos de n s~ao fatores de 225 � 2 = 2 �32 � 5 � 7 � 13 � 17 � 241. Entretanto, n n~ao �e divis��vel por 17 e 241pois 325 � �3 (mod 17) e 325 � 32 (mod 241). Seguindo oexemplo anterior, podemos usar o teorema de Fermat para mostrarque a25 � a (mod p) para p 2 f2, 3, 5, 7, 13g. Portanto, ndeve ser igual a um dos divisores de 2 � 3 � 5 � 7 � 13 diferente de 1. Aquantidade de tais divisores �e 25 � 1 = 31.Exemplo 6. Prove que para 
ada primo p, a diferen�
a111 : : : 11222 : : : 22333 : : : 33 : : : 888 : : : 88999 : : : 99� 123456789
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11 Congru^en
ias IINa aula de hoje, aprenderemos um dos teoremas mais importantes do
urso: o \pequeno" teorema de Fermat. Come�
aremos relembrandoum resultado da aula passada:Lema 1. Se ka � kb (mod m) e md
(m; k) = 1, ent~ao a �b (mod m).Demonstra�
~ao. Como mjk(a � b) e md
(m; k) = 1, segue quemja� b.Teorema 2. (Teorema de Fermat) Seja p um primo. Se p n~aodivide a ent~ao ap�1 � 1 (mod p):Al�em disso, para todo inteiro a, ap � a (mod p)Demonstra�
~ao. Considere o 
onjunto de inteiros B = fa; 2a; 3a; : : : ; (p�1)ag onde a �e um inteiro satisfazendo md
(a; p) = 1. Nenhum deles�e divis��vel por p e quaisquer dois deles s~ao in
ongruentes m�odulo p,em virtude do lema anterior. Assim, o 
onjunto dos restos dos ele-mentos de B 
oin
ide 
om o 
onjunto dos restos n~ao nulos na divis~aopor p, a saber, f1, 2, 3, . . . , p� 1g. Portanto,a � 2a � 3a : : : (p� 1)a � 1 � 2 � 3 � : : : (p� 1) (mod p);ap�1(p� 1)! � (p� 1)! (mod p):Podemos 
an
elar o termo (p�1)! em ambos os lados pois md
((p�1)!; p) = 1, 
on
luindo assim a demonstra�
~ao do teorema.Exemplo 3. Prove que n55 + n33 + 7n15 �e um inteiro para todo inteiron.



6 1 CONGRU^ENCIAS IIn~ao �e um sistema 
ompleto de res��duos.Suponha que S seja um s
r, ent~ao:1 + 2 + : : : +m � (a1 + b1) + (a2 + b2) + : : : + (an + bn) (mod m)� (a1 + a2 + : : : + an) + (b1 + b2 + : : : + bn)� 2(1 + 2 + : : : + n)� 2(1 + 2 + : : : +m)

Isso impli
a que mjm(m+ 1)2 , ou seja, m+ 12 �e inteiro. Um absurdopois m �e par.Exemplo 14. (Pol^onia 1997) Prove que a sequ^en
ia an de�nida pora1 = 1 e an = an�1 + abn2 

ont�em in�nitos termos divis��veis por 7.Uma maneira natural para mostrarmos que existem in�nitos inteirosm�ultiplos de 7 na sequ^en
ia �e veri�
ar que o apare
imento de umm�ultiplo de 7 a
arreta o apare
imento de outro m�ultiplo na sequ^en
ia
om um��ndi
e maior. Suponha que ak �e m�ultiplo de 7. Seja a2k�1 =s. Ent~ao: a2k�1 = sa2k = s+ ak � s (mod 7)a2k+1 = a2k + ak � s (mod 7)Ou seja, o apare
imento de um inteiro m�ultiplo de 7 impli
a no apa-re
imento de 3 inteiros 
om o mesmo resto por 7. Exploremos essaideia mais uma vez.

3(onde 
ada digito est�a es
rito exatamente p vezes) �e m�ultiplo de p.Uma boa maneira de asso
iar os n�umeros do problema 
om o teoremade Fermat �e per
eber que:111 : : : 11| {z }p uns = 10p � 19 :

Assim, podemos es
rever o n�umero S = 111 : : : 11222 : : : 22333 : : : 33 : : : 888 : : : 88999 : : : 99
omo:S = 10p � 19 � 108p + 2 � 10p � 19 � 107p + : : : 9 � 10p � 199S = (10p � 1) � 108p + 2 � (10p � 1) � 107p + : : : 9 � (10p � 1)Para p = 2 ou p = 3, o resultado do enun
iado segue dos 
rit�erios dedivisibilidade por 2 e 3. Podemos ent~ao nos 
on
entrar no 
aso p > 3.Nesse 
aso, �e su�
iente mostrarmos que 9(S� 123456789) �e divis��velpor p pois md
(p; 9) = 1. Pelo teorema de Fermat:9S = (10p � 1) � 108p + 2 � (10p � 1) � 107p + : : : 9 � (10p � 1)� (10� 1) � 108 + 2 � (10� 1) � 107 + : : : + 9 � (10� 1) (mod p)� 9 � 123456789 (mod p):Exemplo 7. Dado um primo p, prove que existem in�nitos naturaisn tais que p divide 2n � n.Se p = 2, n pode ser qualquer n�umero par. Suponha que p > 2.Considere (p� 1)2k, pelo teorema de Fermat temos:2(p�1)2k � (2p�1)(p�1)2k�1 � 1(p�1)2k�1 = 1 � (p� 1)2k (mod p):Assim, para qualquer k, n = (p� 1)2k satisfaz o problema.Lema 8. Se md
(a; m) = 1 ent~ao existe um inteiro x tal que
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ax � 1 (mod m):Tal x �e �uni
o m�odulo m. Se md
(a; m) > 1 ent~ao n~ao existe talx.Demonstra�
~ao. Pelo teorema de Ba
het-B�ezout, existem inteiros xe y tais que ax + my = 1. Analisando essa 
ongru^en
ia m�odulom, obtemos ax � 1 (mod m). Se y �e outro inteiro que satisfaza 
ongru^en
ia, temos ax � ay (mod m). Pelo primeiro lema, x �y (mod m). Se d = md
(a; m) > 1, n~ao podemos ter djm emjax� 1 pois d - ax� 1.Teorema 9. (Teorema de Wilson) Se p �e primo, ent~ao(p� 1)! � �1 (mod p)Demonstra�
~ao. Em virtude do lema anterior, para 
ada a 2 f2; 3; : : : ; p�2g, existe um resto x 2 f0; 1; 2; : : : ; p�1g tal que ax � 1 (mod p).Se x = 1 ou x = p � 1, ter��amos a = 1 ou p � 1. Al�emdisso, n~ao podemos ter a = x pois os �uni
os restos que satisfazema2 � 1 (mod p) s~ao 1 e p � 1 (Veja o problema 20). Com isso,podemos agrupar os n�umeros de f2, 3, . . . , p � 2g em pares onde oproduto deixa resto 1 por p, o que nos permite 
on
luir que o produtode todos eles tamb�em deixa resto 1 por p. Logo,(p� 1)! � 1 � (p� 1) � �1 (mod p):Exemplo 10. (Est^onia 2000) Prove que n~ao �e poss��vel dividir qual-quer 
onjunto de 18 inteiros 
onse
utivos em dois 
onjuntos disjuntosA e B tais que o produto dos elementos de A seja igual ao produtodos elementos de B.

5Suponha, por absurdo, que existam tais 
onjuntos. Considere o primop = 19. Como o produto dos elementos de A �e igual ao produtosdos elementos de B, se um dos 
onjuntos 
ont�em um m�ultiplo de19, o outro ne
essariamente tamb�em 
onter�a. Como entre 18 inteiros
onse
utivos n~ao existem dois m�ultiplos de 19, nenhum dos 
onjuntosdo problema 
ont�em tais n�umeros. Seja x o resto na divis~ao por 19do produto dos elementos de A. Cal
ulemos ent~ao o resto na divis~aopor 19 do produto de todos os 18 inteiros 
onse
utivos:x � x � n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) : : : (n+ 17)� 1 � 2 � 3 : : : � 18� �1 (mod 19) (Pelo teorema de Wilson):Como x2 � �1 (mod 19), x18 � (�1)9 � 1 (mod 19). Isso
ontraria o teorema de Fermat e obtemos um absurdo.De�ni�
~ao 11. Um 
onjunto S �e 
hamado de sistema 
ompleto deres��duos m�odulo n, denotado abreviadamente por s
r, se para 
ada0 � i � n� 1, existe um elemento de s 2 S tal que i � s (mod n).Para qualquer a, o 
onjunto fa, a+1, a+2, . . . , a+(n� 1)g �e umexemplo de s
r.Exemplo 12. Se md
(m; s) = 1, mostre que ft, t+ s, t+ 2s, . . . ,t+ (m� 1)sg �e um s
r.Pelo primeiro lema, se t + is � t + js (mod m), temos is �js (mod m) e i � j (mod m). Como i, j 2 f0, 1, . . . , m� 1g,i = j. Isso nos diz que temos m inteiros que deixam restos distintosna divis~ao por m. Como existem exatamente m restos na divis~aopor m, o 
onjunto �e um s
r.Exemplo 13. Seja m um inteiro positivo par. Suponha que fa1, a2,. . . , amg e fb1, b2, . . . , bmg s~ao dois sistemas 
ompletos de res��dusom�odulo m. Prove queS = fa1 + b1; a2 + b2; : : : ; am + bmg



10 1 CONGRU^ENCIAS IIComo a� b � 0 (mod p), temos:ap � bp = (a� b)(ap�1 + ap�2b+ : : : + abp�2 + bp�1) � 0 (mod p2)19. Veja que: 111 : : : 11| {z }p�1 uns = 999 : : : 999= 10p�1 � 19Pelo teorema de Fermat, o numerador 10p�1 � 1 �e divis��vel por pvisto que p 6= 5. Al�em disso, usando que p 6= 2 e 3, segue que10p�1 � 19 tamb�em �e m�ultiplo de p.20. Pro
eda 
omo no exemplo 20.21. i) Pelo teorema de Fermat:(a+ b)p � a+ b� ap + bp (mod p):ii) Pelo teorema de Fermat,pq + qp � 0 + q � p+ q (mod p)pq + qp � p+ 0 � p+ q (mod q)22. Veja que (a�b)(a+b) � 0 (mod p) e assim a�b � 0 (mod p)ou a+ b � 0 (mod p).25. Suponha, por abusurdo, que seja poss��vel. Sejam ai e bj taisque ai � bj � 0 (mod 101). Se i 6= j, o 
onjunto fa1b1, a2b2, . . . ,a101b101g teria dois inteiros 
om resto 0 na divis~ao por p e n~ao poderia

7

a4k�3 = ta4k�2 � t+ a2k�1 � t+ s (mod 7)a4k�1 � t+ s+ a2k�1 � t+ 2s (mod 7)a4k � t+ 2s+ a2k � t+ 3s (mod 7)a4k+1 � t+ 3s+ a2k � t+ 4s (mod 7)a4k+2 � t+ 4s+ a2k+1 � t+ 5s (mod 7)a4k+3 � t+ 5s+ a2k+2 � t+ 6s (mod 7)Se s �e m�ultiplo de 7, j�a teremos 
onseguido outro m�ultiplo de 7 nasequ^en
ia. Em 
aso 
ontr�ario, o 
onjunto ft, t+s, t+2s, . . . , t+6sg�e um s
r e 
onter�a um m�ultiplo de 7.Exemplo 15. Sejam x, y inteiros. Prove que 3x2+4y2 e 4x2+3y2n~ao podem ser ambos quadrados perfeitos.Come
emos 
om um lema bastante �util:Lema 16. Seja p um n�umero primo da forma 4k + 3. Ent~aopjm2 + n2 () pjm e pjn:Fa�
amos ini
ialmente a primeira impli
a�
~ao. Se p - m, ent~ao mp�1 �1 (mod p), e da�� temos as equival^en
ias m�odulo pn2 � �m2) (nmp�2)2 � �(mp�1)2� �1) (nmp�2)p�1 � (�1) p�12� (�1)2k+1� �1;o que 
ontraria o teorema de Fermat. Assim, pjm e pjn.



8 1 CONGRU^ENCIAS IIA re
��pro
a �e �obvia. Voltando ao problema, suponha que existam w,z inteiros positivos tais que3x2 + 4y2 = w2 e4x2 + 3y2 = z2:Ent~ao 7x2 + 7y2 = w2 + z2 (�). A�rmamos que a equa�
~ao (�) n~aopossui solu�
~ao. Para isso, seja S o 
onjunto formado pelas solu�
~oesinteiras (x, y, w, z) de (�), e tome (a, b, 
, d) 2 S 
om 
2 + d2m��nimo. Pelo lema, temos que 7j
 e 7jd, e da�� 
 = 7
0 e d = 7d0.Mas ent~ao a2 + b2 = 7
02 + 7d02 ) (
0; d0; a; b) 2 S, 
oma2 + b2 < 7(a2 + b2) = 
2 + d2;o que 
ontraria a minimalidade de (a, b, 
, d).1.1 Problemas PropostosProblema 17. Prove que se p �e primo ent~aoap � bp (mod p)) ap � bp (mod p2)Problema 18. En
ontre os restos da divis~oes de:a) 3003000 � 1 por 1001b) 7120 � 1 por 143Problema 19. En
ontre o resto de 111 : : : 11| {z }p�1 uns por p, onde p �e umprimo maior que 5.Problema 20. Prove que se n �e ��mpar, ent~ao n5 � n (mod 240).Problema 21. Sejam p e q primos distintos. Mostre que

1.2 Di
as e Solu�
~oes 9i) (a+ b)p � ap + bp (mod p)ii) pq + qp � p+ q (mod pq)iii) bpq+pqpq 
 �e par se p, q 6= 2.Problema 22. Mostre que se p �e primo e a2 � b2 (mod p), ent~aoa � �b (mod p).Problema 23. En
ontre os �ultimos tr^es d��gitos de 79999Problema 24. Prove que 2015 � 1 �e divis��vel por 11 � 31 � 61Problema 25. Sejam fa1, a2, . . . , a101g e fb1, b2, . . . , b101gsistemas 
ompletos de res��duos m�odulo 101. Pode fa1b1, a2b2, . . . ,a101b101g ser um sistema 
ompleto de res��duos m�odulo 101?Problema 26. (Bal
^ani
a 2003) Existe um 
onjunto B de 4004inteiros positivos tal que, para 
ada sub
onjunto A de B 
om 2003elementos, a soma dos elementos em A n~ao �e divis��vel por 2003?Problema 27. Para um inteiro ��mpar n > 1, seja S o 
onjunto deinteiros x, 1 � x � n, tal que ambos x e x+ 1 s~ao relativamenteprimos 
om n. Mostre que o produto de todos os elementos de Sdeixa resto 1 na divis~ao por n.Problema 28. Sejam n um inteiro positivo maior que 1 e p umprimo positivo tal que n divide p� 1 e p divide n3 � 1. Mostreque 4p� 3 �e um quadrado perfeito.

1.2 Di
as e Solu�
~oes17. Pelo teorema de Fermat, a � ap � bp � b (mod p). Assim,ap�1 + ap�2b+ : : : + abp�2 + bp�1 � ap�1 + ap�1 + : : : + ap�1� pap�1� 0 (mod p)



1.2 Di
as e Solu�
~oes 11ser um s
r. Suponha, sem perda de generalidade, que i = j = 101,ent~ao: 100! � (a1b1)(a2b2) : : : (a100b100)� (a1a2 : : : a100)(b1b2 : : : b100)� (100!)(100!)� (100!)2 (mod 101)Assim, 100! � 1 (mod 101). Isso 
ontradiz o teorema de Wilson.26. Sim. Um exemplo de tal 
onjunto �e a uni~ao de um 
onjunto de2002 inteiros positivos que deixem resto 0 
om outro 
onjunto 
om-posto por 2002 inteiros que deixem resto 1 por 2003.




