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~ao 1. Um inteiro p > 1 �e 
hamado n�umero primo se n~ao possui um divisor d satisfazendo1 < d < p. Se um inteiro a > 1 n~ao �e primo, ele �e 
hamado de n�umero 
omposto. Um inteiro m �e
hamado de 
omposto se jmj n~ao �e primo.O pr�oximo teorema nos diz que os primos s~ao as \pe�
as" fundamentais dos n�umeros inteiros:Teorema 2. Todo inteiro n, maior que 1, pode ser expresso 
omo o produto de n�umero primo.Demonstra�
~ao. Se o inteiro n �e um primo, ent~ao ele mesmo �e o produto de um �uni
o fator primo. Seo inteiro n n~ao �e primo, existe uma de
omposi�
~ao do tipo: n = n1n2 
om 1 < n1 < n e 1 < n2 < n.Repetindo o argumento para n1 e n2, podemos es
rever n 
omo o produto de primos ou podemosobter par
elas menores es
revendo n 
omo um produto de naturais. Como n~ao existe uma su
ess~aoin�nita de naturais 
ada vez menores, ap�os um n�umero �nito de opera�
~oes desse tipo, poderemoses
rever n 
omo um produto de n�umeros primos.Quantos n�umeros primos existem?Teorema 3. (Eu
lides) Existem in�nitos n�umeros primos.Demonstra�
~ao. Suponha, por absurdo, que exita apenas uma quantidade �nita de primos: p1, p2, . . . ,pn. Considere o n�umero X = p1p2 : : : pn + 1. Pelo teorema anterior, esse n�umero deve ser o produtode alguns elementos do 
onjunto de todos os n�umeros primos. Entretanto, nenhum dos primos pidivide X.Exemplo 4. Existe um blo
o de 1000 inteiros 
onse
utivos n~ao 
ontendo nenhum primo?Sim. Um exemplo �e o 
onjunto 1001! + 2, 1001! + 3, . . . , 1001! + 1001. Veja ij1001! + i para todoi = 2, 3, . . . , 1001.Exemplo 5. (Torneio das Cidades) Existe um blo
o de 1000 inteiros 
onse
utivos 
ontendo apenasum primo?Para 
ada blo
o de 1000 n�umeros 
onse
utivos, 
ontemos sua quantidade de n�umeros primos. Porexemplo, no blo
o 1, 2, 3, . . . , 1000, temos 168 n�umeros primos (mas s�o usaremos o fato de queexistem mais de dois primos nesse blo
o). Comparando os blo
os 
onse
utivos k + 1, k + 2, . . . ,k + 1000 e k + 2, k + 3, . . . , k + 1001, ou o n�umero de n�umeros primos aumenta em uma unidade,ou �
a 
onstante ou diminui em uma unidade. Analisando todos os blo
os 
onse
utivos desde 1, 2,. . . , 1000 at�e 1001! + 2, 1001! + 3, . . . , 1001! + 1001, o n�umero de n�umeros primos deve ser igual �a 1em algum deles. Para ver isso, usaremos um argumento de 
ontinuidade dis
reta: Come�
ando 
omo n�umero 168 e realizando altera�
~oes de no m�aximo uma unidade na quantidade de primos em 
adablo
o, para 
hegarmos no n�umero 0, ne
essariamente deveremos passar pelo n�umero 1 em algummomento.Relembremos um importante resultado da aula passada:Teorema 6. (Ba
het-B�ezout) Se d = md
(a; b), ent~ao existem inteiros x e y tais que ax+ by = d.1



Proposi�
~ao 7. Sejam a, b e 
 inteiros positivos 
om ajb
 e md
(a; b) = 1. Ent~ao, aj
.Demonstra�
~ao. Pelo teorema anterior, existem x e y inteiros tais que ax+by = 1. Assim, a
x+b
y =
. Como aja
x e ajb
y, podemos 
on
luir que aj
.Em parti
ular, se p �e um n�umero primo e pjab, ent~ao pja ou pjb. Podemos usar esse fato para garantira uni
idade em nosso primeiro teorema, obtendo o importante:Teorema 8. (Teorema Fundamental da Aritm�eti
a) A fatora�
~ao de qualquer inteiro n > 1, emfatores primos, �e �uni
a a menos da ordem dos fatores.Exemplo 9. (R�ussia 1995) �E poss��vel 
olo
armos 1995 n�umeros naturais ao redor de um 
��r
ulo demodo que para quaisquer dois n�umeros vizinhos a raz~ao entre o maior e o menor seja um n�umeroprimo?N~ao, �e imposs��vel. Suponha, por absurdo, que isso seja poss��vel e denotemos por a0, a1, . . . , a1995 = a0tais inteiros. Ent~ao, para k = 1, . . . , 1995, ak�1ak �e primo ou o inverso de um primo. Suponha que aprimeira situa�
~ao o
orra m vezes e a segunda o
orra 1995 �m vezes entre esses quo
ientes. Comoo produto de todos os n�umeros da forma ak�1ak , para k = 1, . . . , 1995 �e igual �a 1, podemos 
on
luirque o produto de m primos deve ser igual ao produto de 1995�m primos. Em virtude da fatora�
~ao�uni
a, m = 1995�m. Um absurdo pois 1995 �e ��mpar.Proposi�
~ao 10. Se as fatora�
~oes em primos de n e m s~ao:n = p�11 p�22 � � � p�kk ;m = p�11 p�22 � � � p�kk :Ent~ao, md
(m;n) = p
11 p
22 . . . p
kk e mm
(m;n) = p�11 p�22 . . . p�kk , onde 
i �e o menor dentre f�i, �ig e�i �e o maior dentre f�i, �ig.Proposi�
~ao 11. Se a e b s~ao inteiros positivos, mostre que mm
(a; b)md
(a; b) = ab.Demonstra�
~ao. Basta usar a proposi�
~ao anterior e observar que:maxfx; yg+minfx; yg = x+ y:Exemplo 12. (Torneio das Cidades 1998) �E poss��vel que mm
(a; b) = mm
(a+ 
; b+ 
) para algum
onjunto fa; b; 
g de inteiros positivos?N~ao. Suponha que a + 
 e b + 
 possuem algum divisor primo p. Como pjmm
(a + 
; b + 
), 
asoexistam tais inteiros, devemos ter que pjmm
(a; b). Assim, usando que pelo menos um dentre a e b �edivis��vel por p podemos 
on
luir que 
 tamb�em �e divis��vel por p. Ent~ao, podemos 
an
elar o fator p:mm
�ap; bp� = mm
(a; b)p = mm
(a + 
; b+ 
)p = mm
�a+ 
p ; b+ 
p �:Efetuando alguns 
an
elamentos, podemos supor ent~ao que a+ 
 e b+ 
 n~ao possuem fatores primosem 
omum. Obtivemos um absurdo pois:mm
(a + 
; b+ 
) = (a + 
)(b+ 
) > ab � mm
(a; b):Exemplo 13. (OCM 2005) Determinar os inteiros n > 2 que s~ao divis��veis por todos os primosmenores que n.Como md
(n; n � 1) = 1, se n � 1 possui algum fator primo, ele n~ao dividir�a n. Assim, n � 1 < 2.Consequentemente n~ao existe tal inteiro. 2



Exemplo 14. Mostre que n4 + n2 + 1 �e 
omposto para n > 1.Veja que n4 + n2 + 1 = n4 + 2n2 + 1� n2 = (n2 + 1)2 � n2 = (n2 + n + 1)(n2 � n + 1). Para n > 1,n2 � n + 1 = n(n� 1) + 1 > 1 e assim n4 + n2 + 1 �e o produto de dois inteiros maiores que 1.Exemplo 15. Mostre que n4 + 4n �e 
omposto para todo n > 1.Se n �e par, 
ertamente o n�umero em quest~ao �e divis��vel por 4. Para o 
aso em que n �e impar, iremosusar a fatora�
~ao: a4 + 4b4 = a4 + 4a2b2 + 4b4 � 4a2b2 = (a2 + 2b2)� 4b2b2= (a2 � 2ab + 2b2)(a2 + 2ab + 2b2):Para n da forma 4k + 1, fa�
a a = n e b = 4k. Para n da forma 4k + 3, fa�
a a = n e b = 22k+1.Exemplo 16. Se 2n+1 �e um primo ��mpar para algum inteiro positivo n, prove que n �e uma potên
iade 2.J�a vimos que an � 1 = (a� 1)(an�1 + an�2 + : : :+ 1). Se n �e impar,(�a)n � 1 = (�a� 1)((�a)n�1 + (�a)n�2 + : : :+ 1))an + 1 = (a + 1)(an�1 � an�2 + : : :� a + 1)Sendo assim, se n possu��sse algum divisor primo ��mpar p 
om n = pb, poder��amos es
rever: 2n+1 =(a+1)(an�1� an�2+ : : :� a+1), onde a = 2b. Como an�1� an�2+ : : :� a+1 > 1, o n�umero 2n+1n~ao seria primo.Exemplo 17. Dados que p, p+ 10 e p+ 14 s~ao n�umeros primos, en
ontre p.Vamos analisar os poss��veis restos na divis~ao por 3 de p. Se p deixa resto 1, ent~ao p + 14 �e umm�ultiplo de 3 maior que 3 e 
onsequentemente n~ao poder�a ser um n�umero primo. Se o resto �e 2,ent~ao p+ 10 �e um m�ultiplo de 3 maior que 3 e tamb�em n~ao poder�a ser um n�umero primo. Assim, oresto de p por 3 �e 0 e 
onsequentemente p = 3.Exemplo 18. ( �Austria-Polônia) Dados naturais n e a > 3 ��mpar, mostre que a2n � 1 tem pelomenos n + 1 divisores primos distintos.Usando a fatora�
~ao da diferen�
a de quadrados, temos que:a2k � 1 = (a2k�1 + 1)(a2k�2 + 1) : : : (a + 1)(a� 1):Assim, a2m + 1ja2k � 1 se k > m. Como a �e impar, podemos 
on
luir que:md
(a2k + 1; a2m + 1) = md
(a2k � 1 + 2; a2m + 1) = md
(2; a2m + 1) = 2:Sendo assim, na fatora�
~ao:a2n � 12n = (a2n�1 + 1)2 (a2n�2 + 1)2 : : : (a+ 1)2 (a� 1)2 ;temos o produto de pelo menos n inteiros primos entre si e 
onsequentemente seus fatores primos s~aodistintos. Para 
ada termo (a2i + 1)2 , temos um fator primo pi+1 diferente de 2. Da��, a2n � 1 possuipelo menos n+ 1 fatores primos distintos, a saber, f2; p1; p2; : : : ; png.Exemplo 19. (Rioplatense 1999) Sejam p1, p2, . . . , pk primos distintos. Considere todos os inteirospositivos que utilizam apenas esses primos (n~ao ne
essariamente todos) em sua fatora�
~ao em n�umerosprimos, formando assim uma seq�uên
ia in�nita 3



a1 < a2 < � � � < an < � � � :Demonstre que, para 
ada natural 
, existe um natural n tal quean+1 � an > 
:Suponha, por absurdo, que exista 
 > 0 tal que an+1�an � 
, 8n 2 N . Isso signi�
a que as diferen�
asentre os termos 
onse
utivos de (an)n�1 perten
em ao 
onjunto f1; 2; : : : ; 
g, logo s~ao �nitas. Sejamd1, d2, . . . , dr essas diferen�
as. Seja �i o maior expoente de pi que apare
e na fatora�
~ao de todos osdj.Considere ent~ao o n�umero M = p�1+11 p�2+12 � � � p�k+1k . �E 
laro que M perten
e �a seq�uên
ia, ou seja,M = an, para algum n. Vejamos quem ser�a an+1. Por hip�otese, existe i tal que an+1 � an = di.Como an+1 > an, existe um primo pj que divide an+1 
om expoente maior ou igual a �j + 1. Caso
ontr�ario, an < an+1 < p�1+11 p�2+12 � � � p�k+1k = an;absurdo. Da��, p�j+1j jan ) p�j+1j jdi, novamente um absurdo, pela maximalidade de �j.Logo, o 
onjunto de todas as diferen�
as n~ao pode ser �nito e, portanto, dado qualquer 
 > 0, existeum natural n tal que an+1 � an > 
.1.1 Problemas PropostosProblema 20. Dado que p, 2p+ 1 e 4p2 + 1 s~ao n�umeros primos, en
ontre p.Problema 21. Dado o par de primos p e 8p2 + 1, en
ontre p.Problema 22. Dado o par de primos p e p2 + 2, prove que p3 + 2 tamb�em �e um n�umero primo.Problema 23. Dado que p, 4p2 + 1 e 6p2 + 1 s~ao n�umeros primos, en
ontre p.Problema 24. Os n�umeros de Fermat s~ao os n�umeros da forma 22n + 1. Prove que o 
onjunto dosdivisores primos dos termos da seq�uên
ia de Fermat �e in�nito.Problema 25. Mostre que todo inteiro n pode ser es
rito de maneira �uni
a na forma n = ab, ondea �e um inteiro livre de quadrado e b �e um quadrado perfeito. Um inteiro �e dito livre de quadrado sen~ao �e divis��vel por nenhum quadrado perfeito maior que 1.Problema 26. Prove que todo primo maior que 3 �e da forma 6k + 1 ou 6k + 5.Problema 27. Prove que todo inteiro da forma 3k + 2 tem um fator primo da mesma forma.Problema 28. Prove que existem in�nitos primos da forma 4k + 3 e 6k + 5.Problema 29. Prove que se n �e 
omposto, ent~ao possui um fator primo p � pn.Problema 30. (OBM 1998) S~ao dados 15 n�umeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 taisque dois quaisquer s~ao primos entre si. Mostre que pelo menos um desses 15 n�umeros �e primo.Problema 31. Mostre que nj(n� 1)! para todo n�umero 
omposto n.Problema 32. Suponha que n > 1. Mostre que a soma dos inteiros positivos n~ao ex
edendo ndivide o produto dos inteiros positivos n~ao ex
edendo n se, e somente se, n �e 
omposto.Exemplo 33. (R�ussia 1995) En
ontre todos os primos p para os quais p2 + 11 tenha exatamenteseis divisores distintos, in
luindo 1 e p2 + 11. 4



Problema 34. (Irlanda 2002 ) En
ontre todas as solu�
~oes inteiras positivas de p(p+3)+ q(q+3) =n(n+ 3), onde p, q s~ao primos.Exemplo 35. Prove que qualquer quadrado perfeito positivo tem mais divisores que deixam resto1 na divis~ao por 3 do que divisores que deixam resto 2 na divis~ao por 3.1.2 Di
as e Solu�
~oes19. Analisemos o resto de p na divis~ao por 3. Se p deixar resto 1, o n�umero 2p+1 ser�a divis��vel por3. Se p deixar resto 2, o n�umero 4p+ 1 ser�a divis��vel por 3. Em ambos os 
asos, 2p + 1, 4p + 1 > 3e obtemos assim um absurdo.20. Analisemos o resto de p na divis~ao por 3. Se p deixa resto 1 ou 2, p2 deixa resto 1 e 
onsequen-temente 8p2 + 1 deixa resto 0 por 3 mas 
ertamente �e maior que 3. Um absurdo, logo p = 3.21. Analisemos o resto na divis~ao por 3. Se p n~ao �e m�ultiplo de 3, p2 + 2 �e divis��vel por 3 e maiorque 3. Um absurdo, logo p = 3 e p3 + 2 = 29.22. Analise os restos na divis~ao por 5.23. Iremos usar a fatora�
~ao do exemplo 17:22n � 1 = (22n�1 + 1)(22n�2 + 1) : : : (2 + 1)(2� 1):Assim, se k > m,md
(22k + 1; 22m + 1) = md
(22k � 1 + 2; 22m + 1) = md
(2; 22m + 1) = 1;produzindo que quaisquer dois n�umeros de Fermat distintos s~ao primos entre si e isso ne
essariamenteimpli
a que o 
onjunto de seus divisores primos �e in�nito.24. Analise os restos na divis~ao por 2 e 3.27. Tente imitar a prova de Eu
lides para a existên
ia de in�nitos primos.29. Se n �e 
omposto, podemos es
rever n = ab 
om 1 < a � b �<. Assim, a2 � n e a � pn. Paraterminar, basta 
onsiderar qualquer divisor primo de a.30. Dado 1 < n < 1998, se ele n~ao for primo, usando o exer
��
io anterior, ele tem que ter um fatorprimo menor que 1998, ou seja, um fator primo menor que 45. Como s�o existem 14 primos menoresque 45, e s~ao 15 n�umeros, um deles ser�a primo.31. Es
reva n = ab e analise as apari�
~oes de a e b no produto (n� 1) � (n� 2) : : : 2 � 1.33. Se p 6= 3, 3jp2+11. Analogamente, se p 6= 2, 4jp2+11. Assim, ex
eto nesses dois 
asos, 12jp2+11e podemos en
ontrar mais que 6 divisores distintos: f1; 2; 3; 4; 6; 12; p2 + 11g. Agora, teste p = 2 ep = 3 para veri�
ar que p = 3 �e a �uni
a solu�
~ao.34. Seja n = 3
 � p�11 � � � p�nn � q�11 � � � q�mma de
omposi�
~ao de n em fatores primos, onde 
ada pi deixa resto 1 por 3 e 
ada qj deixa resto 2 por3. Ent~ao n2 = 32
 � p2�11 � � � p2�nn � q2�11 � � � q2�mm5



Um divisor de n2 deixa resto 1 por 3 se e somente se possuir uma quantidade par de primos qj,
ontados 
om repeti�
~ao. Mais espe
i�
amente, se e somente se a soma dos expoentes de q1, . . . , qmfor par. Assim, a quantidade de divisores dessa forma �e igual a:D1 = (2�1 + 1) � � � (2�n + 1)�12(2�1 + 1)(2�2 + 1) � � � (2�m + 1) + 1�:Enquanto para se obter um divisor que deixe resto 2 por 3, pre
isamos de uma quantidade ��mpar defatores primos da forma 3k + 2. Assim, a quantidade de divisores dessa forma �e:D2 := (2�1 + 1)(2�2 + 1) � � � (2�n + 1)�12(2�1 + 1)(2�2 + 1) � � � (2�m + 1)�:Da��, segue fa
ilmente que D1 > D2.1.3 Referên
iasReferên
ias[1℄ E. Carneiro, O. Campos and F. Paiva, Olimp��adas Cearenses de Matem�ati
a 1981-2005 (N��veisJ�unior e Senior), Ed. Real
e, 2005.[2℄ S. B. Feitosa, B. Holanda, Y. Lima and C. T. Magalh~aes, Treinamento Cone Sul 2008. Fortaleza,Ed. Real
e, 2010.[3℄ D. Fomin, A. Kiri
henko, Leningrad Mathemati
al Olympiads 1987-1991, MathPro Press, West-ford, MA, 1994.[4℄ D. Fomin, S. Genkin and I. Itenberg, Mathemati
al Cir
les, Mathemati
al Words, Vol. 7, Ame-ri
an Mathemati
al So
iety, Boston, MA, 1966.

6


