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o par(q; r) de inteiros n~ao negativos tais que b = aq + r e r < a. Os n�umeros q e r s~ao 
hamados dequo
iente e resto, respe
tivamente, da divis~ao de b por a.Exemplo 2. En
ontre um n�umero natural N que, ao ser dividido por 10, deixa resto 9, ao serdividido por 9 deixa resto 8, e ao ser dividido por 8 deixa resto 7.O que a
onte
e ao somarmos 1 ao nosso n�umero? Ele passa a deixar resto 0 na divis~ao por 10, 9e 8. Assim, um poss��vel valor para N �e 10 � 9 � 8� 1.Exemplo 3. a) Veri�que que an � 1 = (a� 1)(an�1 + an�2 + : : :+ a + 1)b) Cal
ule o resto da divis~ao de 42012 por 3.Para o item a), usando a distributividade e efetuando os devidos 
an
elamentos no lado direito,podemos es
rever: an + an�1 + : : :+ a2 + a� an�1 � an�2 � : : :� a� 1 = an � 1Para o item b), veja que 3 = 4� 1 e assim �e natural substituir os valores dados na express~ao doprimeiro item: 42012 � 1 = 3(42011 + : : :+ 4 + 1):Isso signi�
a que q = (42011 + : : :+ 4 + 1) e que r = 1.Observa�
~ao 4. O teorema anterior admite um enun
iado mais geral: Para quaisquer inteiros a e b,
om a 6= 0, existe um �uni
o par de inteiros (q; r) tais que b = aq + r, 0 � r < jaj. Por exemplo, oresto da divis~ao de -7 por -3 �e 2 e o quo
iente �e 3.Iremos agora estudar propriedades a respeito das opera�
~oes 
om restos.Teorema 5. (Teorema dos Restos) Se b1 e b2 deixam restos r1 e r2 na divis~ao por a, respe
tivamente,ent~ao: b1 + b2 deixa o mesmo resto que r1 + r2 na divis~ao por ab1b2 deixa o mesmo resto que r1r2 na divis~ao por a.Demonstra�
~ao. Por hip�otese, existem q1, q2 e q tais que: b1 = aq1+r1, b2 = aq2+r2 e r1+r2 = aq+r,logo: b1 + b2 = a(q1 + q2 + q) + r:1



Como 0 < r < jaj, b1 + b2 deixa resto r quando dividido por a. A demonstra�
~ao para o produto �edeixada ao 
argo do leitor.Observa�
~ao 6. Em alguns 
asos, �e prefer��vel que o professor fa�
a uma demonstra�
~ao do resultadoanterior para a = 3 ou a = 5 apenas 
om o intuito de deixar os alunos mais 
onfort�aveis a respeitodo resultado. �E prefer��vel que mais tempo seja gasto resolvendo exemplos e problemas. Na se�
~ao de
ongruên
ias, os alunos ter~ao um 
ontato mais apropriado 
om o enun
iado anterior.Exemplo 7. Qual o resto que o n�umero 1002 � 1003 � 1004 deixa quando dividido por 7?Como 1002 deixa resto 1 por 7, o n�umero a
ima deixa o mesmo resto que 1 � 2 � 3 = 6 por 7.Exemplo 8. Qual o resto que o n�umero 45000 deixa quando dividido por 3?Como 4 deixa resto 1 por 3, 45000 deixa o mesmo resto que 1 � 1 � � �1| {z }5000 = 1 por 3.Exemplo 9. Qual o resto que o n�umero 22k+1 deixa quando dividido por 3?Note que 20 deixa resto 1 por 3, 21 deixa resto 2 por 3, 22 deixa resto 1 por 3, 23 deixa resto 2 por3, 24 deixa resto 1 por 3. Pre
ebeu alguma 
oisa? Como 100 �e par, o resto dever�a ser 1. Como 22deixa resto 1, ent~ao 22k = 22 � 22 � : : : � 22| {z }k deixa o mesmo resto que 1 � 1 � : : : � 1| {z }k = 1 e 22k+1 = 22k � 2deixa o mesmo resto que 1 � 2 = 2 por 3.Exemplo 10. Qual o resto de n3 + 2n na divis~ao por 3?Se o resto de n por 3 �e r, o resto de n3 + 2n �e o mesmo de r3 + 2r. Para r = 0, esse resto seria0. Para r = 1, seria o mesmo resto de 3 que �e 0. Finalmente, para r = 2, o resto seria o mesmo de8 + 4 = 12 que tamb�em �e 0. Assim, n~ao importa qual o resto de n por 3, o n�umero n3 + 2n sempredeixar�a resto 0. Uma ideia importante nessa solu�
~ao foi divid��-la em 
asos. Tamb�em poder��amos terresolvido esse exemplo apelando para alguma fatora�
~ao:n3 + 2n = n3 � n+ 3n = n(n2 � 1) + 3n = n(n� 1)(n+ 1) + 3n:Como n � 1, n e n + 1 s~ao 
onse
utivos, um deles �e m�ultiplo de 3. Assim, o �ultimo termo daigualdade anterior �e a soma de dois m�ultiplos de 3 e 
onsequentemente o resto pro
urado �e 0.Observa�
~ao 11. Fatora�
~oes podem ser muito �uteis para en
ontrarmos os valores expl��
itos de q er.Exemplo 12. Prove que, para 
ada n natural,(n+ 1)(n+ 2) � � � (2n)�e divis��vel por 2n.Veja que (n+ 1)(n+ 2) � � � (2n) = 1 � 2 � � � 2n1 � 2 � � �nPara 
ada n�umero natural k no produto es
rito no denominador, temos uma apari�
~ao de 2k noproduto es
rito no numerador. Basta efetuarmos os 
an
elamentos obtendo:(n + 1)(n+ 2) � � � (2n) = 2n � 1 � 3 � � � (2n� 1):Exemplo 13. (Olimp��ada de Leningrado 1991) Cada um dos naturais a, b, 
 e d �e divis��vel porab� 
d, que tamb�em �e um n�umero natural. Prove que ab� 
d = 1.2



Se 
hamarmos p = ab � 
d, teremos a = px, b = py, 
 = pz e d = pt onde x, y, z e t s~ao inteiros.Assim, p = p2(xy � zt). Consequentemente 1 = p(xy � zt) e 
on
lu��mos que p = 1, pois p �e natural.Exemplo 14. A soma digital D(n) de um inteiro positivo n �e de�nida re
ursivamente 
omo segue:D(n) = � n se 1 � n � 9,D(a0 + a1 + : : :+ am) se n > 9,onde a0, a1, . . . , am s~ao todos os d��gitos da express~ao de
imal de n na base 10, i.e.,n = am10m + am�110m�1 + : : :+ a110 + a0Por exemplo, D(989) = D(26) = D(8) = 8. Prove que: D((1234)n) = D(n), para n = 1; 2; 3 . . .Como 10n� 1n = (10� 1)(10n�1 + 10n�2+ : : :+ 1), podemos 
on
luir que 10n sempre deixa resto1 na divis~ao por 9. Assim, n = am10m + am�110m�1 + : : : + a110 + a0, deixa o mesmo resto queam + am�1 + : : :+ a0 na divis~ao por 9. Desse modo, D(n) nada mais �e do que o resto na divis~ao por9 do n�umero n. Como 1234 deixa resto 1 por 9, o n�umero (1234)n deixa o mesmo resto que 1 � n por9, ou seja, D((1234)n) = D(n).Observa�
~ao 15. O exemplo anterior 
ont�em o 
rit�erio de divisibilidade por 9, i.e., n deixa o mesmoresto que D(n) na divis~ao por 9. O 
rit�erio de divisibilidade por 3 �e an�alogo pois 10n tamb�em sempredeixa resto 1 por 3.Exemplo 16. En
ontre todos os pares de inteiros positivos a e b tais que 79 = ab + 2a+ 3b.Fatoremos a express~ao anterior. Somando 6 aos dois lados da equa�
~ao, obtemos:85 = 6 + ab + 2a+ 3b= (3 + a)(2 + b)Assim, (3 + a) e (2 + b) s~ao divisores positivos de 85 maiores que 1. Os �uni
os divisores positivosde 85 s~ao 1, 5, 17, 85. Logo, os poss��veis pares de valores para (3 + a; 2 + b) s~ao (5, 17) ou (17, 5)que produzem as solu�
~oes (a; b) = (2, 15) e (14, 3).Problema 17. (Olimp��ada Russa) Prove que se 2n � 2n �e um inteiro, ent~ao 22n�1 � 22n � 1 tamb�em �e uminteiro.Se k = 2n � 2n , ent~ao22n�1 � 22n � 1 = 2(22n�2 � 1)2n � 1= 2�2nk � 12n � 1 �= 2�(2n � 1)(2n(k�1) + 2n(k�2) + : : :+ 2n + 1)2n � 1 �= 2(2n(k�1) + 2n(k�2) + : : :+ 2n + 1) ;�e um n�umero inteiro. 3



1.1 Problemas PropostosProblema 18. En
ontre os inteiros que, na divis~ao por 7, deixam um quo
iente igual ao resto.Problema 19. Determinar os n�umeros que divididos por 17 d~ao um resto igual ao quadrado doquo
iente 
orrespondente.Problema 20. (OCM 1985) En
ontre o quo
iente da divis~ao de a128 � b128 por(a64 + b64)(a32 + b32)(a16 + b16)(a8 + b8)(a4 + b4)(a2 + b2)(a+ b)Problema 21. (OCM 1994) Seja A = 777 : : : 77 um n�umero onde o d��gito \7" apare
e 1001 vezes.Determinar o quo
iente e o resto da divis~ao de A por 1001.Problema 22. En
ontre um inteiro que deixa resto 4 na divis~ao por 5 e resto 7 na divis~ao por 13.Problema 23. En
ontre o menor inteiro que, dividido por 29 deixa resto 5, e dividido por 31 d�aresto 28.Problema 24. Prove que, para todo inteiro positivo n o n�umero n5 � 5n3 + 4n �e divis��vel por 120.Problema 25. (Fatora�
~oes Importantes)a) Seja S = 1 + z + z2 + z3 + : : :+ zn�1. Veja que S + zn = 1 + zS ent~ao S(z � 1) = zn � 1.Con
lua que, para quaisquer x e y vale:xn � yn = (x� y)(xn�1 + xn�2y + xn�3y2 + : : :+ x2yn�3 + xyn�2 + yn�1)b) Mostre que se n �e ��mpar vale:xn + yn = (x + y)(xn�1 � xn�2y + xn�3y2 � : : :+ x2yn�3 � xyn�2 + yn�1)Problema 26. Prove que, o n�umero 199 + 299 + 399 + 499 + 599 �e m�ultiplo de 5.Problema 27. Mostre que o n�umero 1n + 8n � 3n � 6n �e m�ultiplo de 10 para todo natural n.Problema 28. En
ontre o resto da divis~ao 3710 � 1 por 11.Problema 29. Prove que 22225555 + 55552222 �e divis��vel por 7.Problema 30. En
ontre o �ultimo d��gito do n�umero 19891989.Problema 31. Mostre que se n divide a ent~ao 2n � 1 divide 2a � 1.Problema 32. (Cone Sul 1996) Provar que o n�umero1995 � 19971996 � 1996 � 19971995 + 119962�e um inteiro.Problema 33. Mostre que para n ��mpar, n divide 1n + 2n + : : :+ (n� 1)nProblema 34. Existe um natural n tal que nn + (n+ 1)n �e divis��vel por 2011?Problema 35. Quantos n�umeros inteiros positivos n existem tais que n + 3 divide n2 + 7?Problema 36. En
ontre o n�umero de inteiros n tais que1. 1000 < n < 8000. 4



2. nn+1 + (n+ 1)n �e divis��vel por 3.Problema 37. Sejam m e n naturais tais que mn+ 1 �e m�ultiplo de 24, mostre que m+ n tamb�em�e m�ultiplo de 24.Problema 38. (Irlanda 1997) En
ontre todos os pares de inteiros (x; y) tais que 1+1996x+1998y =xy.1.2 Di
as e Solu�
~oes18. Os n�umeros s~ao 0; 8; 16; 24; : : : ; 8 � 7.19. Es
reva n = 17q + q2 e note que 0 � q2 < 17. Assim, q = 0, 1, 2, 3, 4.20. Use a diferen�
a de quadrados su
essivas vezes para obter (a� b) 
omo quo
iente.21. O n�umero do problema �e igual a 7(101001 � 1)9 . Al�em disso, 10999 + 1103 + 1 �e inteiro e 101001 � 1103 + 1 =100 � 10999 + 1103 + 1 � 100103 + 122. Os n�umeros que satisfazem essa propriedade s~ao os n�umeros da forma 65k + 59.24. Basta mostrar que n5 � 5n3 + 4n �e m�ultiplo de 3, 8 e 5. Na divis~ao por 5, temos quatro restosposs��veis: 0, 1, 2, 3, 4. Assim, o n�umero n5 � 5n3 + 4n possui o mesmo resto na divis~ao por 5 queum dos 
in
o n�umeros: 05� 5 � 03 +40, 15 � 5 � 13 + 4, 25� 5 � 23 +8, 35 � 5 � 33+ 12, 45 � 5 � 43 +16.Como todos esses n�umeros s~ao m�ultiplos de 5, segue que n5 � 5n3 + 4n �e m�ultiplo de 5 para todo ninteiro. O pro
edimento 
om 3 e 8 �e semelhante.25. Para o item a), troque z por xy . Para o item b), substitua y por �y no item anterior.26. Pelo problema anterior, 
omo 99 �e ��mpar temos: 199+499 = (1+4)(198+197 �4+ : : :+1 �497+498).Da��, segue que 199 + 499 �e m�ultiplo de 5. Analogamente podemos mostrar que 299 + 399 �e m�ultiplode 5.27. O n�umero em quest~ao �e m�utiplo de 2 pois �e a soma de dois ��mpares e dois pares. Para verque tamb�em �e m�ultiplo de 5, basta notar que 5 divide 1n � 6n e 8n � 3n. Isso pode ser fa
ilmentemostrado usando a fatora�
~ao do exer
��
io 25.31. Se a = nk, temos (2n � 1)(2n(k�1) + 2n(k�2) + : : :+ 2n + 1) = 2nk � 1.32. Veja que 1995 � 19971996 � 1996 � 19971995 + 1 = 1995 � (19971996 � 1)� 1996 � (19971995 � 1). Pelafatora�
~ao de xn � yn,1996 � (19971995 � 1)19962 = (19971994 + 19971993 + : : :+ 1) ;�e inteiro. Al�em disso, pela mesma fatora�
~ao,1995 � (19971996 � 1)19962 = 1995 �� 19971995 � 11996 + 19971994 � 11996+ : : :+ 1997� 11996 + 19961996� ;�e uma soma de n�umeros inteiros. 5



33. Como n �e impar,(n� i)n + in = ((n� i) + i)((n� i)n�1 � (n� i)n�2i+ : : :� (n� i)in�2 + in�1):34. Fa�
a n = 1005 e use a fatora�
~ao de xn + yn.37. Fatore a express~ao 
omo:(x� 1998)(y � 1996) = xy � 1998y � 1996x+ 1998 � 1996 = 19972:Os divisores de 19972 s~ao f�1;�1997;�19972g. Resolvendo os sistemas 
orrespondentes �a essaspossibilidades, temos: (x; y) = (1999; 19972 + 1996), (1997;�19972 + 1996), (3995; 3993), (1;�1),(19972 + 1998; 1997), (�19972 + 1998; 1995).1.3 Referên
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