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QUESTAO

1

Considere as seguintes afirmagdes sobre os nimeros reais:

. Se a expansao decimal de x é infinita e periddica, entdo x é um ndmero racional.

il In3/e” +(log, 2)(log, 9) é um numero racional.
E (s&o) verdadeira(s):

a) nenhuma.
b) apenas Il.
c)apenas|ell.

d
e

apenas | ellll.

)
)1 e lll.

Resolucdo: Alternativa D

| - (V) Toda dizima periddica pode ser representada por um nimero racional.

II(FHZ( )\/27\/—12\/27
1 11 1

1
=+—=+—+—==+—+
o2 2 202 4

M

I
o

n

fe = A = 1
Logo, esse somatoria, € uma progressao geométrica (PG) de razdo —.

V2
Fazendo a soma infinita:
s_a _ 1 _ N2
“1-q 1_i V21
V2

Substituindo na expressao original:

i 1 2 2
(V2 )J_ 2-1V2-1 322

2

1. (V) Ini/e—2 =lne? :z
3

(log, 2)(log, 9)=

=1

(log, 2)(log,, 3H=2 -llog3 2-log,3=log, 2
2 log, 2

O valor da expressao apresentada é: z+1 :E Q.
3 3




QUESTAO

2

Sejam A, Be C os subconjuntos de C definidos porA:{ze (C|z+2—3i|<\/ﬁ},3={ze (G|z+i|<7/2}eC={ze(C:zz+6z+10=0}. Entao,
(A\B)NCéoonjunto

a) {-1-3i,-1+3i}.

b) {-3-i,-3 +i}.

o) {-3 +i}

d) {-3-i}.

e) {-1 +3i}

Resolucdo: Alternativa C

Fazendo z=x+yi temos:

A={(x.y)eR /(x+2) +(y-3)" <19]

Logo A é a regido interior a circunferéncia de centro (—2,3) eraio V19 .
B:{(x,y)eRz /X +(y+1) <?}

. s L N .7
Logo B ¢ a regiao interior a circunferéncia de centro (0,—1) e raio 5

O conjunto C serd composto pelos nimeros Z, e Z, solucao da equagao.

Z>+6Z+10=0
—6—+/36—40
Z, =N 3
2
22:_6_— "236_40:_3.”

Z, €B, pois a distancia do centro da circunferéncia que delimita a regido B a Z, € menor que 5

. A . N oo i N . 7
Z, & B, pois a distancia do centro da circunferéncia que delimita a regido B a Z, é menor que 3
Z, € A pois a distancia do centro da circunferéncia que delimita a regido A a Z, € menor que 19 .

Logo (A/B)NC=Z,=-3+i




QUESTAO
3

Sez— ﬂ
1-3i

10
] ,entdo o valor de 2 arcsen (Re(z)) + 5 arctg (2 Im(z)) é igual a

Resolugdo: Alternativa D

14431 ) [21 Jw Z,=143i
z= -| =|=-| ,sendo
1-/3i z, Z,=1-+/3i

Colocando Z, e Z, na forma polar obtemos: Z, = 2~cis[£)

Z, :2'cis(5—”)
3

Logo:

10
2~cis(zj 10
Z= N3 ={cis[£—5—”ﬂ
2-cis[5—ﬂj
3

N
Il
Q
%)
|
N
—
o
I
Q
>
|
‘-b
w| O
N
~—
I
TN
|N
B
~

Substituindo na expressao apresentada:
2arcsen (—%) +5arctg (\/5 )

2 _Z +5.£=4_”
6 3 3




QUESTAO

4

Seja C uma circunferéncia tangente simultaneamente as retasr:3x+4y—4=0e5:3x+4y—19=0, A drea do ciculo determinado por C
éigual a

a) O ,

7
b) 4T,

Resolucgdo: Alternativa E

Como r//s, a distancia entre as retas corresponde ao didmetro (2R ) da circunferéncia, conforme a figura abaixo, onde A, B, C e D repre-
sentam os pontos de interseccdo das retas r e s com os eixos coordenados:

5 3
Sendo O a origem do plano cartesiano, por Pitdgoras em ABO, temos que AB = E Dai, sen (oz) = E .

R ~ 3 . . ~
Como « e [ sdo angulos complementares, entdo sen(oz):cos(ﬁ)ZE. Seja E o ponto de intersecgdo de uma reta
. . n n 2R 3
perpendicular a r, passando por A, com a reta s, temos no triangulo retangulo ACE que cos(ﬁ):?zg.

. 3 , , . 9T
Assim, R:E e a area do circulo é iguala —.




QUESTAO

3}

Seja (a,, a,, a,, ..) a sequéncia definida da sequinte forma:a, = 1,a,=1ea _=a_, +a_, paran > 3. Considere as afirmacées a seguir:

|. Existem trés termos consecutivos, a,a ,a nesta ordem, formam uma progressdo geométrica.

+17 “p+2’
Il. a, € um ndmero primo.
lll. Se n é multiplo de 3, entdo a_é par.

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas Il.

b) apenaslell.
c) apenaslelll.
d) apenas |l elll.
e)l, llell.

Resolucdo: Alternativa D

(a,)=(11,2,3,5,8,13,21,...)

I. Falso
Utilizando o que serd justificado no item Ill, temos que se pEO(mOd3), entao a, EO(modZ). Caso contrério, teremos

a,=1(mod2).
) Se p=0(mod3):
a, EO(modZ), a,., E'I(mOdZ) e ap+251(mod2). Assim, estes trés termos ndo formam uma PG, uma vez que

(CIM)2 =1(mod2) e a,-a,,,=0(mod2).

ii) Analogamente, se p+1= O(mod 3) :

GPE1(mOd2), a EO(mOdZ) e ap+251(m0d2). Assim, estes trés termos ndao formam uma P.G., uma vez que

p+1

(apﬂ)z =0(mod2) e g,-a,., =1(mod2).

iii) Por fim,se p+2= O(mod3) :

a, E'I(mOdZ), a, ., E1<m0d2) e d,, EO(modZ). Assim, estes trés termos ndo formam uma P.G. uma vez que

(apﬂ)2 =1(mod2) ea,-a,,,=0(mod2).

1. Verdadeiro
a, =13

lil. Verdadeiro

Como a, 51(mod2) e d, 51(m0d2),temos
a, =a, +a,=0(mod2)
a,=a,+a,=1mod2)
a,=a, +a, =1(mod2)
a, =as +a, =0(mod2)

Como temos um ciclo a cada trés termos, se N é mdltiplo de 3, entéo 4, é par.




QUESTAO

6

Considere a equacgéo

7= 5, com a e b nimeros inteiros positivos. Das afirmacoes:
X——

1-x?

|.Sea=1eb=2,entdo x =0 é uma solucdo da equacao.
1

Il. Se x é solucdo da equacdo, entdo x ¢E,x z-1e x=1.

2
. x ZE nao porte ser solucao da equacgao.
E (sao) verdadeira(s):

a) apenas l.

b) apenas|ell.

c)apenaslelll.

d) apenas |l elll.
e)l, llelll

Resolugdo: Alternativa E

I - (V) Substituindo a=1 e b=2
1 2

1 B 4
1-x2 2x-1

Substituindo x por zero:

1__125 logo x=0 é solugao.
1 -1

CondigOes de existéncia:1—x2 z0=>x#1e x#-1 g X_l¢ 0= x gl
2

Il - (V) Substituindo por x:%

9a-30b=25

3(3a—10b) =25, absurdo!




QUESTAO

I

Considere o polindmio p dado por p(x) = 2x° + ax? + bx - 16, com a, b € R. Sabendo-se que p admite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p,
entdoovalorde b-aéiguala

Resolucdo: Alternativa B

polinémio P, temos X, =X, =k e X;=2.

Pelas relagdes de Girard:

3

Como ja supomos que K =2 ,temos X, = X, =—2 e X; = 2.Logo,

—a
X1+X2 +X3:7:>G:4

b
x1-x2+x1-x3—|—x2-x3=5=>b

Logo, b—a=-12.

X :—_(_216>:>2k2:8:>k:i2'

Seja k araizdupla,com k#2 (se k=2, teriamos 2 como raiz tripla, o que contradiz o enunciado), e sejam x, , X, e X3 as trés raizes do




QUESTAO

8

15
Seja p o olinomio dado por p(x)=Zanj ,com g,€R, j=0,1,..,15¢€ a; #0 . Sabendo-se que i é raiz de p e que p(2)=1, entdo o resto da divisdo
j=0

de p pelo polinémio q, dado por q(x)=x>-2x>+x-2, éiguala

1 1

2

a) —x°——
) 5 5
b) l)(2+1—
5 5

<) 20,2
5 5
PR
5 5

e) 3]
5 5

Resolugdo: Alternativa B

Temos que:
i) p(i>=0 . Como todos os coeficientes sio reais, temos também que p(—i)zO;
i) p(2)=1.
Sejam D(x) e R(X) o quociente e o resto, respectivamente, na divisio de P(X) por G(x) e sabendo que gr(R)<2, uma vez que
gr(q)=3. temos
p(x)=D(x)-q(x)+ax*+bx+c
Note que q(x):(x—z)(x2 +1) e, comisso, 4(i)=q(—i)=q(2)=0. Assim,
p(i)=0=—a+bi+c=0 /]
p(—i)=0=—a—bi+c=0 [l]
p(2)=1=4a-+2b+c=1 [l
[1]=[1]: 2bi=0=b=0

][] Sa:1:>a:%

1 1
Substituindo a e b em qualquer uma das equagdes, temos C = E .Logo, R (X ) = E x> -




9

Considere todos os retangulos com os lados medindo Ja, 2Ja e a. Dentre esses triangulos, o de maior hipotenusa tem seu menor

angulo, em radianos, igual a
a) arctgﬁ
7
b) arctgﬁ.
3
) arct 1
C 92
3
d) arctg=>
95

) arcl‘gi
€ 5

Resolucdo: Alternativa C




QUESTAO

10

Os valores de x €[0,27 | que satisfazem a equagdo 2senx —cos x =1sio
a) arccos — e
5
b) arcsen(i\ er
5)
c) arcsen [_i\ er
5)
d) arccos [_i\ e
5)

e) arcco{i\ e
5)

Resolucdo: Alternativa A

2senx —cosx =1=cosx =2senx—1 (*)

Pela Relagao Fundamental da Trigonometria,

4
sen*x +cos’ x=1 = 5sen’x —4senx +1=1 :>sen2x:gsenx

A primeira solugdo ocorre para Senx = 0. Neste caso, temos por (*) que COSX=—1e X=1.

4 3 3
Se senx = 0, entio Senx = g . Neste caso, temos por (*) que COS X = E e X =arccos E .




QUESTAO

11

. , L . - a 4
Sejam @ e 8 numeros reais tais que @, 5,2+ B € ]0,27![ e satisfazem as equagdes cos’ 5 =—cos’ —+_ e c052 ﬂ 4 2 cost £+§

B 5 7 3 7

Entdo, o menor valor de cos (a + ,B) éigual a

a) —1.
NE)

b) 5
2
c) ——.
2
1
d) -y
e)0

Resolugdo: Alternativa B

o
Fazendo x = cos’ By ey= COSZg temos:

cost o]

2 4
coszﬁ:i

3 4
=>cos—== :cosﬁziﬁ

3 2

Como a +f€0,27]
cosg = ?, pois se g nao estiver no primeiro quadrante, o + p>2r

n
Logo ﬂ=32> senfi =1

cos[aj=il a=
2 2

cos(a+p)= cos( j ou cos(a+p)= cos(”!)
V3

cos(a+ﬂ):—7 ou cos(a.l,_ ):_

&




QUESTAO

12

Seja A=(d;)s.s 2 matriz tal que a; =2 (2j—1), 1<, j <5. Considere as afirmagdes

L. Os elementos de cada linha i formam uma pressdo aritmética de razao 2i.
II. Os elementos de cada coluna j formam uma progressiao geométrica de razao 2.
III. tr A é um nimero primo.

E (sdo) verdaderia(s)

a) apenas I.

b) apenas I eIl
c) apenas IT e III.
d) apenas I e III.
)L Melll

Resolucdo: Alternativa E

I. Verdadeira

Fazendoa,=2"" e r=2'
a,=a,+(n-1)r,1<n<5

2. Verdadeira
b,=a,=2""-(2j-1)
Fazendo b,=2j-1e q=2

b,=b,-q"'1<n<5

3. Verdadeira
a, =2"(2k-1)

trA=a,, +a,, +0d;; +a,, +d
trA=1+3-2+5-4+7-8+9-16
trA =227 (é primo)




Considere a Matriz M = (m, )

i/ 2x2

tal que m, = j-i-1, i, j=1,2. Sabendo-se que

0 10
det ZMk—{ } =252
= 11

Entdo o valor de n ¢ igual a
a) 4.

b) 5.

) 6.

d)7.

e)08.

Resolugdo: Alternativa C

Determinando-se a matriz M

m, m, .o
M:[ n 12}emque m;=j—i+1
m21 m22

oy )

D ME=M M 4+ M

k=1

welo o THo 7
welo o e )

fwlo o o Thlo 7]

n 2
pk o[ montEn
> [O

k=1 n

Substituindo na expressido dada

oo (12 1 4 1 6 1 2n
D> M= + + ot

P 0 1 0 1) 10 1 0 1
Z": Mk:[n n2+n]
(= 0

n

2 2
de‘t n n+n _ nh n+n —252
0 n 0 n
2
det[(o n +”H=252
n 0

n(n*+n)=252

n’®+n’—252=0. Fazendo a pesquisa de raizes racionais, verifica-se que n=6.
Fazendo Briot-Rufhini para se obter as outras raizes.

n*+7n+42=0 . Como o discriminante(A) dessa equagio ¢ negativo, as outras raizes nio so reais.




QUESTAO

14

Considere os pontos A =(0,-1), B = (0,5) e areta r: 2x - 3y + 6 = 0. Das afirmagdes a seguir:
Ld(A,n=d(B,r)

II. B é simétrico de A em relagdo a reta r.

III. AB éabase de um triangulo equildtero ABC, de vértice C = (—3\/§ , 2) ou C= (3\/§ , 2).

E (sio) verdadeira(s) apenas

a) L.

b) IL.
c)lell
d)Telll
e) Ielll

Resolucdo: Alternativa D

1. verdadeira

d(A,ﬁ):M =9/13

(2)° +(-3)°
d(B,,,)z M =9/413
(2)°+(-3)

2. Falsa

mi :%mAB deveria ser : —% mas A e B estdo no eixo Y, ou seja, ndo existe mAB

AB=(=6
h:f%§h=3J§

C'=(3J§;2)e C"(—3J§;2)




QUESTAO e

15

25 —
Dados o ponto A=[4,?J earetar: 3x+4y—12=0, considere o tridngulo de vértices ABC, cuja base BC est contida em r e a medida dos

AR - Ar 4 25 ~ [ . . ~ . Lo
lados AB e AC éigual a o Entéo, a area e o perimetro desse triangulo sao, respectivamente iguais a

22 40
a) —e —
3 3
B %
3 3
25 31
c) —e —
3 3
9B >
3 3
e)iﬂ
3 3

Resolugdo: Alternativa E

a-(+2)
6

r=3x+4y-12=0

Y

2
b= 2 2p=§+§ 2:b
6 6
50 2415
25 =6 e
h+b>=| —
6 80
2p=—
100 _,._625 6
9 36 zp:ﬂ
2_625_100 3
36 9
2 625400
36
pr =22
36
p=12
6
). 1510
A_2bh_ "6 3
2 2
A-0_2
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Considere as afirmagdes a seguir:

I.  Olugar geométrico do ponto médio de um segmento AB, com comprimento | fixado, cujos externos se deslocam livremente sobre os eixos
coordenados é uma circunferéncia.
II. O lugar geométrico dos pontos (x,y) tais que 6x>+x*-y—x-y>—4x*>—2xy =0 é um conjunto finito no plano cartesiano R*

III.  Ospontos (2,3), (4,-1) e (3,1) pertencem a uma circunferéncia.

Destas, € (sdo) verdadeira(s)
a) apenas I

b) apenas II

¢) apenas III
d)Tell
e)lelll

Resolugdo: Alternativa A

1. verdadeira
AB=1/: A
Xy =P =y=tJ1" - X
& —XZJ

2
dM, 0: distancia do ponto médio M a origem O

aoy (2 o 1 e
Y 2) |7 2 4 4

2 2
(d.M,0)' =(44) =dmo="1,

Logo, M equivale aos pontos (x;y ) tanto que x*+y’ = (%)2

Assim, M = 1;_
2

A 4

II. falsa
6x> +x°y —xy’ —4x> —2xy =0

Ou ainda
x.(6x2 +xy—y’ —4x—2y):0
Nessa equagdo, qualquer ponto (O;K ) é solugdo, VK e R

III. Falsa
A=(4;-1),B=(3;-1),e C=(2:3)

MAB=-2=MBC = A,B e C estdo alinhados




/=
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Seja ABCD um trapézio isésceles com base maior AB medindo 15, 0 lado AD medindo 9 e o angulo ADB reto. A distancia entre 0 lado AB e o
ponto E em que as diagonais se cortam é

1

a) -

Resolugdo: Alternativa E

Por Pitdgoras no Triangulo ADB temos:

DB?=152-92=DB=12 A AB-DC

Usando uma relagdo métrica no tridngulo retdngulo ADB temos

15h=9-12:>h=§

Por Pitagoras no tridngulo AFD temos

AFzzgz_(ﬁngFz:m
5

25
AF=2L
5
Ap=AB=DC 27 5 15_pc
2 5
pc_15:5-54_21
5 5

Pela semelhanga entre os tridngulos DCE e ABE temos

M=ﬁ:>£-15—15h1 =£.h1 =h, )
21 15 5 5 8

5




QUESTAO

1

Num tridngulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQe PR, respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente a circun-
feréncia inscrita ao tridngulo PQR. Sabendo-se que o perimetro do tridngulo PQR é 25 e que a medida da QR é 10, entdo o perimetro do tridngulo
PMN é igual a

a) 5.

b) 6.

c) 8.

d) 10.

e)15.

Resolucdo: Alternativa A

Q 10 R

2P, =PN'+PM' =2-PN'=2-(§—10]=5

Resposta: A




Considere uma circunferéncia C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Ox e aretar: x - y = 0. Sabendo-se que a poténcia do ponto O = (0, 0)

em relagdo a essa circunferéncia é igual a 4, entdo o centro e o raio de C sdo, respectivamente, iguais a

2)(2.2v2- 2)e2\/_2
)
2
I(242-1) e \/—1
d(2,2-12) e 2-V2
e) (2,4\/5—4) e 4V2-4

Resolugio: Alternativa A

P (%, y)
s b Y

Pelo enunciado

(b+R)(b-R)=4<b*-R* =

Da figura acima temos que:

R <1-cos45° \/ 2 \/2—\/5
b

sen22,5°= 5 logoR= 5 ————de (*) temos

b2(1——2_‘/—J=
4

b*(2+42)=16=b=

4
22

E segue que

4 2-42 (2—ﬁ)_
NI AR —— =2\2-2

R=

Para o centro temos que

sen22,5°:x
b
y =b.sen22,5° = 4 .2_‘5=2\/§—2
242 2
X=b.c0822,5=.——2 . 1-2V2 | 4 242,
J2442 4 V242 2

c(z,zﬁ—z)




QUESTAO

2

Uma taca em forma de cone circular reto contém um certo volume de um liquido cuja superficie dista h do vértice do cone. Adicionando-

-se um volume idéntico de liquido na taga, a superficie do liquido, em relacdo a original, subira de

a)i2-h.
b) 32 -1.
o @2-1h.
d) h.
eh

2

Resolucdo: Alternativa C

Volume inicial: v
Volume final: 2v
Temos que:

(ﬂf_a
h v

%zi/ﬁ%H:hi/f

Logo x:H—h:h(3/§—1)




AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLU-
COES.

QUESTAO
21

1 3
Considere as fungées f, f,, f: R — R, sendo f,(x) =5|X| +3,£,(x) :5|X +1|e fx) igual ao mairo valor entre f,(x) e f,(x), para cada x € R. Deter-

mine:

a) Todos os x € R tais que f,(x)=f,(x).
b) O menor valor assumido pela fungéo f.

¢) Todas as solug¢des da equagdo f(x) = 5.

Resolugio: (_1))( ie 6X><:31x, Eeénos
1 3 N
@ 1qe3=3x0 2x>-9
2 2 9 YA
|X|+6=3|x+1 xz-2
(i) x<1
Resposta: 9 < 1
—-X+6=-3(x+1) P -—5_x<— .
-X+6=-3x-3
2x=-9 (ii) se =1< x <0, temos . -
X
{ 9} —X+6>3x+3
X=—= = §,=9——
4x<3 Logo fn(x)=3
Xs— 15 21
(i) 1< x <0 4 (c) como e <5< ~ temos que
-1<x<0
~X+6=3x+3 M i3o5e 33X, 3 5
3 >0 2 2
Ax=—3=>x=" (iii) se x > .
4 X=—4e x=—
_ X+6>3x+3 3
s, =0
2x<3
3
(iii) x>0 X< Py
X+6=3x+3 nggi
2x=3 2
X :% Reunindo as condigdes anteriores temos:
—=X——, se X< 22
Resposta: §— _gli 22 2
22

flx+3, se fg£x<0
2 2

f(x)= 3
—Xx+3,se 0<x<—
(b) temos que 2 2
f.(x), se f(x)=f,(x) ix+§, se x>i
f(x)= 2 2 2
f,(x), se fi(x)<f(x)

Tragando o grafico no plano temos:

vamos resolver a desigualdade
fi(x)=f,(x)

%|x|+32%|x+1| =[x +623[x+1




QUESTAO
Considere o polindmio p dado por p(z) =182°+f2*> ~7z — 3, em que 3 é um niimero real.

a) Determine todos os valores de j3 sabendo-se que p tem unia raiz de médulo igual a 1 e parte imaginaria ndo nula.

b) Para cada uni dos valores de 3 obtidos em a), determine todas as raizes do polinémio p.

(a)Seja @ =a+bi tal que p(ar)=0 e |a|=1 entdo sabemos que a=a-bi éraizesendo x€R a terceira raiz temos que

2'X ﬂSX ﬂ

a-;x—ﬁ =— ==
18 18

Lo
18

Como p(x)=0, temos que

185° 7

B +pB°-18-78-18>-5=0
2/3°-18-253=0
B(25*-18-25)=0

B=0

p>=9-25= f==15

Se =0, entdo p(Z):1823 —7z e todas as raizes sdo reais, logo f=%15.

Resposta f==£15

(b) Se f=+15
p(z)=182>+152*~72-15 ou p(z)=18z>-152"~7z+15
1° Caso) p(z)=182>+152-72z-15

5
(z):[z——j 1822 +30z+18)=0
p - )
5 2
p(z)=0:>z,=g ou 18z°+30z+18=0

—5+j
32°+5z+43=0=>2,, =5+\/1_1
20 Caso) p(z)=18z>-152>-7z+15

5
(z)=| z+=|(1822-30z+18)=0
plar={+2 )
5 P
p(z)=0:>z,=fg ou 18z°-30z+18=0

Logo 3z°-5z+3=0

51

6

22,3

Resposta:

6

5 5+i11 5 5ii\/ﬁ}

Se =15 asraizes sdo < —,———— ese f=—15 asraizessdo {——,
6 6 6




QUESTAO

Sabe-se que 1, B, C, D e E sdo cinco numeros reais que satisfazem as propriedades:
(i) B, C, D, E sio dois a dois distintos;

(ii) osnumeros 1, B, C, os nunwros 1, C, E estdo, nesta ordem em progressdo aritmética;

(iii) os numeros B, C, D, E estdo, nesta ordem, em progressio geométrica.

Determine B, C, D, E.

Resolugdo:

(i) PA,: (1,8,C)
PA,: (1,C,E)

(i) PG(B,C,D,E)

de (i) 2B=1+C - C=2B-1
2C=1+E E=2C-1=4B-3
de (iii)
C2
D*>=CE e C* =BD, ou seja, ng, B#0

4

logo g—2=CE = C=BE

temos que

(2B-1)’ =B%.(4B-3)

8B’ —12B” +6B—1=4B"-3B*

4B® —9B’ +6B—1=0, 1¢ raiz dupla desta equagio portanto, 48> —9B> +6B—1= (B —1)2 (48-1)=0 = B=1ou B =% .

SeB=1, temos que C =1, o que contradiz o item (i).

SeB=l,entéo C=-V,D=1eE=-2
4 2

Resposta:B=y, C=- 12, D=1e E=-2




QUESTAO

24

SejaM < R dado por M = {|z2 +az —1| :zeCe |Z| =1}, com a e R. Determine o maior elemento de M em funcéo de a.

Resolugdo:

M:{|zz+az—1|:ze(C e |z|:1}

Sejaz=cisf e p= |z2 +az —1l temos que p =|cis26 +acisd -1 = \/(c0529+ac059—1)2 +(sen26 + chen9—1)2

p=~/cos? 20+ a*cos’0 +1+2acos 20 cos @ — 2 cos 20 — 2acos O + sen 20+ a* - send” + 2 sen26 - send
p=-1+a> +1+2acosf—2cos20—2acosd

p=y2+0a”—2cos(26)

Devemos ter

2+a°

2+a>-2cos(20) >0 = cos(20)<

2+d / /
> -1, temos que maximo é dado por Pmax = 2+a*+2=va’ +4

Como

Resposta: a* +4




QUESTAO

25

Seja S o conjunto de todos o polindmios de grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguais a 2 e os outros dois iguais a 1.

a) Determine o nimero de elementos de S.
b) Determine o subconjunto de S formado pelos polindmios que tém -1 como uma de suas raizes.

Resolucdo:

@) p(x) :a4x4 +a3x3 +a2x2 +ax+a, onde (a4,a3,az,a1,ao) é uma permutacao de (2, 2,2, 1, 1), logo o total de polindmios que perten-
cemaSéigual a
51 54

= =2"_10
3121 2

53
(b) se —1 é raizde P(X), entdo p(-1)=a, —a, +a,—a,+d,=0 =a, +a, +d, —(a, +a,) =0
Temos por tanto que d; e d, nao pode ser iguais a 1 simultaneamente e também nao podemos ter, a,=2 e a,=1, pois nesse caso
a,+a,+a,=5;
Logo o subconjunto de S dos polindmios que tém uma raiziguaa—1é

{2x4+2x3+x2+2x+2}r {2x4+x3+2x2+2x+2},{x4+2x3+xz+2X+2}

Resposta: a) 10

b) {2x“+2x3+x2+2x+2}: {2x“+x3+2x2+2x+2},{x4+zx3+x2+2X+2}




QUESTAO

26

Trés pessoas, aqui designadas por A, B e C, realizam o seguinte experimento: A recebe um cartdo em branco e nele assinala o sinal + ou sinal de -,
passando em seguida a B, que mantém ou troca o sinal marcado por A e repassa o cartdo a C. Este, por sua vez, também de opta por manter ou troca o
sinal do cartdo. Sendo 1/3 a probabilidade de A escrever o sinal + e de 2/3 as respectivas probabilidades de B e C trocarem o sinal recebido, determine

a probabilidade de A haver escrito o sinal + sabendo-se ter sido este sinal ao término do experimento.

Resolucdio:

Z/R 2/27

2/27

4/27 (%)

2/27

4727 (%)
4/27 (%)

8/27

A probabilidade de A ter escrito o sinal (+) no cartdo, dado que ao final do experimento o sinal era (+) é:

1 4

1T 4 4 4 13

27 27 27 24

5
Resposta: —
POSt 13




QUESTAO

27

. . . T 2-3
Seja n um inteiro positivo tal que Senzz T

a) Determine n.
i
b) Determine sen—.
24

Resolugdo:

a) Observe que:

0] &=£+£,defato
4 4 4
2
V6-V2] 6 2 2243 1 43
4 16 16 16 2 4

(ii) sen15°=sen(45°—-30° ) = sen45°-cos 30°—cos45°-sen30°

senl50=— —————
2 2 22 4

Vs V1
Portanto, sen—=sen—
2n 12

a) 2£=%+2k7z:6=n+24kn:n(1+24k)=6:n=6
n

Ou

£=111—;+2k7r:>neZ

Resposta: n=6

b)

T 1—cos£
sen— = —12

24 2

V4 o T 2—\/5 2+«/§
cos—=,[1-sen”—=,/1— =

12 12 4 4
Logo

7 2-2+4/3
sen—

24 4




QUESTAO

Sejam a e B niimero reais nao nulos. Determine os valores de b, ¢, d, bem como a relagdo entre a e p para que ambos os sistemas lineares Se T a

seguir sejam compativeis indeterminados

S{2x+by:05 {cx+3y=a

x+y=p0 4x+dy=p
Resolugdo:
J2x+y=a Jox+3y=a
Nex+y=p8 l4x+dy=p
Escalonando os dois sistemas temos
2x+by=a Adx+dy=p
bc ac e dc pc
OxX+|1—— |y=f—-— OX+|3——|y=a-—
( zjy =3 ( 4jy 4
Para que os sistemas sejam compativeis e indeterminados devemos ter
bc
1-——=0 (1)
2
ac
-—=0 (2
B > )
dc
3-—=0 (3)
4
a—ﬁzo (4)
4

De (2) e (4) temos:
ac=20 e 4a:ﬂC,daisegueque 4a=a7c-c3c2:8:>C=i2x/5

De (1):

2 2
bc=2=b= =t—

22 2
De (3):
dc—12:d—i—+3«/5

22
de (2) e (4) temos que
. LAY B I

2
Resposta:b=i%, =122, d=i3\/§e2[;’2_4a2 =0




QUESTAO

29

Sabe-se quea equagio 3x’ +5xy —2y” —3x +8y =0 representa a reuniio de duas retas concorrentes, r e s, formando um angulo 6. Determine a
tangente de 6.

Resolucio:
Reescrevendo temos que

3x>+5xy—2y° —3x+8y -6

Ou seja

L 3-5y+./25y> ~30y +9+24y> —96y +72

6
X_3—Syi\/49y2—126y+81
23
e 3-5y+(7y-9)

6
r:6x=3-5y+7y-9=y=3x+3

r2:6x=3—5y—7y+9:y=7x+1

Angulo entre r, e r,

tg@;L_yz)— % =7

Resposta: 7




Na construcao de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de papel, com lados de 3 cm e 4 cm, ao longo de uma de suas diagonais,
de modo que estas duas partes da folha formem um angulo reto e constituam duas faces do tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira ade-
quada, completa-se com outro papel as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as medidas das arestas do tetraedro.

Resolucdo:

A

A 3 B 3

4 5 4 V

D 3 C 3 ¢

Temos que duas arestas sdo iguais a 3 e outras duas iguais a 4, ou seja, AB=DC=3 e AD=BC=4.Temos, ainda que, mais uma aresta
que coincide com a diagonal do retangulo, ou seja, DB=+/9+16 =5 .

Vamos calcularaaresta AC.Sejam G e H os pés das alturas dos triangulos ABC e BCD, baixadas dos vértices A e C, respectivamente, dai temos

12 (7) : (o3
que HG:DG—DH:E—gzz,segue portanto que CG= [—] +[—j = %3 eque AC’=AG*+C(CG* = 12 + 193 :144"'193:&
5 5 5 5 5 5 5 5 25 5
= AC:ﬂ
5

337

Resposta: AB=DC=3, AD=BC=4,DB=5 e AC=T
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Amanda de Oliveira Barros
Daniel Veloso Santana
Builherme Gonzaga de Souza
Henrique Gasparini Fiiza do Nascimento
Johnatan Alves de Oliveira
Juliano Garcia do Carmo Ribeiro
Jilio César Prado Soares

Luis Felipe Soares e Silva

Maria Luiza Vieira Arruda
Nicholas Yukio

Paulo Henrique Salgueiro

Rafael Bessoni

Ricardo Kazu Nakanishi

22 Lugar Geval do Brasil wo IME

2011 /) 2012

Guilherme Costa Guimardes Fernandes
Henrique Lima Neto Lacerda

Johnatan Alves De Oliveira

Juliano Garcia Do Carmo Ribeiro
Lucas Mendes Santos Silva

Marco César Prado Soares

Marcos Vinicius Gongalves Nihari
Mateus Avelino Carvalho Dos Santos

Nichalas Yukio Menezes Sugimoto
Pedro Yuri Arbs Paiva

Rafael De Souza Cunha Bessoni

Tiago Oliveira Saldanha
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Guilherme Costa Guimardes Fernandes

IME ¢ [TA

2010 / 2011

Bruno Gomes De Lima

Felipe Vincent Yannik Romero Pereira
Felipe Mendes

Henrique Lopes Cavalcante

Marcos Vinicius Gongalves Hihari
Nichalas Yukio Menezes Sugimoto
Pedro Loami Barbosa Dos Santos
Rafael Domingos De Mello Da Hora

Raphael Julio Barcelos

210/ 2011
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