QUESTAO

:

O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressdo Aritmética (PA) de nimeros inteiros, de razao r,

formam, nesta ordem, uma Progressdo Geométrica (PG), de razdo g, com ger<~" (natural diferente de zero). Determine:

a) o menor valor possivel para a razéo r;
b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condicdo do item a.

Resolucao:

a) PA (a, a+r, ... a+6r, ..., a+26r, ...)
temos que (a+6r)* = (a+r) (a+26r)

2 +12ar +36r* = 2 +27ar + 2612
15ar—10r* =0,como r=0

15a—10r=0
15a 3a
logor=—="—
10 2

O menor valor possivel para r ocorre quando a = 2, logo r =3.

b)a,=a+17r
a,=2+17.3=53

. ) . A « b
Os nimeros reais positivos X,, X, € X, sdo raizes da equacdo x> —ax’=a’ _EX' sendo be~ (natural), gez (real) e

b
a=1.Determine, em funcao de a e b, o valor de 10g, | x,X,X; (X, + X, + x;)x} + X2 +x2| .

Resolucao:
x3—ax2+Ex—ab =0
2

Como
X, +X, +X;, =a

b
XXy + X X5 + XXy = E

XX,X; =a”
e

X2 X2 X2 = (X, 4 X, + X3 ) —20X,X, 4+ X,X; +X,X,) = a* —2»§:a2 —b
dai temos

log,|ab-(a)a* —b|b=b-[b+a* —b|=ab.




Os angulos de um triangulo obtusangulo sdo 105°, aef . Sabendo que me z (real), determine:

a) as raizes da equacdo 3secx +mi(y/3 cosx —3sen)=3cosx ++/3 sen x , em funcdo de m;

b) o valor de m para que aef3 sejam raizes dessa equacao.

Resolugdo:

Basta dividir a equacdo por cos x

(3 sec x +m(J§cosx —3senx)=3cosx +\/§ senx)+cosx

301+ tg*x) + m~f3 —3mtgx =3+ /3 tgx
3tg*x — (3m +~/3)tgx + my3 =0

como
1+ tg’> = sec®>x temos

3tg*x — (3m +/3)tgx + my/3 =0

3m 43 E4om’ +6my3 +3—42m\3

tgx
J 6
3m++/3£4/9m? —6m+3 +3
tgx =
6
3m++/3+£3m—+3)
tgx =
6
tgx=m em=0e tgx:?

b) com tgng temos que ¢ =30°

logo os angulos do triangulo sdo a=30°, f=45°ey=105° e m=1

QUESTAO
Seja 0 numero complexo Z = a + bi, com a aebcz (real) e i=+/—1. Determine o médulo de Z sabendo que
a3=3(1+ab2)

b3 =3(a’b—1)

Resolucao:

a*=3+3a%
b® =3a’h—3

basta observar que 2’ =(a+bi)’ =a’ +3a’bi —3ab’* —b’i
=(a’—3ab*)+(3a’b—b’)i

logo 2=343j e

|2 =[3+3i|=3* +3* =18

o478




Uma pirdamide regular triangular apresenta um volume V. Determine o raio da circunferéncia circunscrita a uma das

faces laterais da piramide em funcéo de V, sabendo que o angulo do vértice vale 30°.

Resolucao:

Considere a piramide regular e de base AC, de lado _

cossenos no AVAB, tem-se que:

Ve —— . =~ =

36VAl64/3 -10

?=ad*+ad*—2-a-a-cos30°
=22+ 23 ()

Fazendo Pitdgoras nos AVOC :
a?=H+h?

2.3

Substituindo (i) e h = h< 35" tem-se que

V54343
VI

2
2_+_2\/§:H2+ £ H=

Sabe-se que

Como 6\/5—10:(\/5—1)3 ,entdo  —3pV V3 -1

Inscrevendo o Al/BA em uma circunferéncia, tem-se:

Do AACM: sen30°=% = R=_

Logo, R=3/6V .\/\/3 -1

, e vértice V. Pela lei dos




E dada uma parabola de parametro p. Traca-se a corda focal MN, que possui uma inclinacdo de 60° em relacao ao eixo de
simetria da parabola. A projecdo do ponto M sobre a diretriz é o ponto Q, e o prolongamento da corda MN intercepta a diretriz no
ponto R. Determine o perimetro do triangulo MQR em funcdo de p, sabendo que N encontra-se no interior do segmento MR.

Resolucao:
d Q S M
Tem-se OF =p (pardmetro) | L 600
Seja QM =a=MF
Assim
MR = 2a o
QR=a tg30°= a3 F
Logo (2P)yar =a(3+\f§) N
Do ASMF:
SM=a—p=‘»W=2a—2p=a 309
Logo: a = 2p
Portanto: (2p)yes = 2p(3 -+ Ji) R

QUESTAO
7

Sejam reseZ (inteiro). Prove que (2r + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (9r + 5s) é multiplo de 17.

Resolucao:

Basta observar que

Or+55s=17r—8r+175s—12s=17(r +s)— 4(2r +3s), e como 17 divide (2r + 3s) , temos que 17 divide 9r + 5s.
Reciprocamente, se 17 divide 9r + 5s, entdo 17 divide (2r + 3s).




Calcule as raizes de f(x) em funcdode a,bec,sendoa, b,ce xe z (real) e f(x)=

Resolucao:

oL
GL3

N ST Q X
S N X Q
Q xXx n o

XL4

T 1 1 1
a a x ¢ b
f(X)=(x+a+b+c)-
b ¢ x a
c b a x
@ Xx—a c—a b-a
f(X)=(x+a+b+c)-lc—=b x—b a-b
b-c a-c x-c
X—a c—a b—a

(3)

f(x)=(x+a+b+c)| 0 x+a-b—c x+a—b—c

b—c a—c X—cC
@) Xx—a c—a b-a
f(X)=(x+a+b+c)-(x+a—b-c)| 0 1 1
b—c a-c x-c
=) x—a+b—c 0 x—a+b-c
f)=(x+a+b+c)(x+a—b—c) 0 1 1
b—c a—c X—c
1 0 1

(6)
fX)=(x+a+b+c)(x+a—b—c)(x—a+b—c)-| 0 1 1

b—c a-c x-—c

7)
f(xX)=(x+a+b+c)(x+a—b—c)(x—a+b—c)(x—a—b+c)=0

Logo, as raizes sdio —a—b—c,—a+b+c,a—b+c,a+b-c

As operacgodes utilizadas foram:

)L, =L +L,+L, +L,(Teorema de Jacobi)
Aplicando Chié

L,=L,+ L(Teorema de Jacobi)
Dividindo L, por (x +a-b - ¢)
L=L+L,

(
(
(
(4
(
(6) Dividindo L, por (x-a+b-c)
(

—_—_— ==

5
6
7

Resolvendo o determinante de ordem 3 e igualando cada fator a zero, obtém-se as raizes

xabc
axcb
bcxal
cbax




Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2, 3). A reta r intercepta a curva x* - 2xy — y? = 0 nos pontos A e B. Determine:

a) o lugar geométrico definido pela curva;

b) a(s) possivel(is) equacdo(des) da reta r, sabendo que PA-PB=17 .

Resolucao:

X2 =2xy+y—2y’ =
(x—y)2=2yx
y=(-1£42)x

Tem-se duas retas (y, :(—1+\/§)xey2 :(—1—ﬁ)x) , com m,-m, :(—1+J§)-(—1—ﬁ) =—1. Assim, o lugar geométrico |

é um par de retas perpendiculares.
b)

P(2,3)
y, = (-1 +V2)x

=V

rry=mx+h

y,=(-1-V2)x

Com pcr,comentdo: 3=m-2+h=h=3-2m.Assim: r:y=mx+3—2x

Como rny, ={A}, entdo

Y 2m-3
PR L
m+1++2
mx, +3—2M=(—1—-+/2)x, =
! ! @M =3)(-1-+2)
A M+1++2
Como rMy,=1{B}, entdo:
N — 2m-3
-
W2
mxB+3—2m=(—1+\E)xB = m+ \f
_2m-3)(-1+2)
s m-+1++2
Assim:
2 2
(%2=[ 2m-3 72] N (2m—3)(—1—ﬂ/5)73
m+1++2 m+1—+2
. 2
. (PA)2:(33+20J5)(m +1) .

(m+1—+/2)?




BBy [ 2m=3 A r(2m—3)(—1+\;"§)_3‘2
m1-42 J 1 m+1-+2

== (33+2032)(m* +1)
- (PBY =

(P8) (M41-+2)?

Como PA-PB=17, entdo

(33+2032)(m* +1) (33—20¥2)(m* +1)

=172
(m+1+2) (Mm+1-+2)

Tem-se que: (33 +20+/2)-(33—-20+/2) =172, entdo :
1°caso: m* +1=m>+2m—1= m=1

2°caso: m*+1=—m>-2m+1=m>+m=0 = m=—1ou m=0
Dai, temos as seguintes retas:y=x+ 1,y =-x+ 5,y = 3.

Temos que observar ainda um caso particular, que ndo aparece nas solugdes acima, que é o caso da reta x = 2.

QUESTAO
Os nove elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 sdo preenchidos aleatoriamente com os nimeros 1 ou -1,
com a mesma probabilidade de ocorréncia. Determine:

a) o maior valor possivel para o determinante de M;
b) a probabilidade de que o determinante de M tenha este valor maximo.

Resolucao:

a b c
a) Considere |d e f|=detM.
g h i

Assim: det M = aei + bfg + cdh - ceg - afh - bdi (i)

Se det M = 6, entdo deveriamos ter, por exemplo, ceg = -1. Isto ocorre se, por exemplo,c=e =g ="-1

Assim,

det M = -ai - bf - dh + 1 - afh - bdi

Agora, é impossivel termos ai = bf = dh = -1 e isto gerar afh = -1 e bdi = -1, pois, ouafh =-1 e bdi=1ouath=1e
bdi = -1.

Logo, o valor maximo de det M = 4.

b) Perceba que para que det M = 4, deve-se ter apenas umas das parcelas igual a -1. Assim, temos os casos:

1° caso: aei ou bfg ou cdh =-1
se aei=-1
*a=-l,e=i=1
det M =-1 + gbf + cdh - cg + fh - bd
se cg =-1, entéo
*c=-Teg=1=detM=bf-dh+fh-bd
*d=-Teb=f=h=1
*oud=1eb=f=h=-1
gera 2 possibilidades (i)
*oug=-1ec=1,geraduas possibilidades, por analogia (ii)

Porém, no grupo aei = -1, pode-se fazer 3 configuragées com 1 deles sendo -1, gerando 3x4 = 12 possibilidades.
E, por analogia, acontece com os grupos gbf, cdh. Assim, geram 3 x12 = 36 possibilidades. (A)




*a=e=i=-1
det M = -1 + gbf + cdh + cg + fh + bd, assim:
gbf=cdf=cg=fh=bd=1
*b=c=d=f=g=h=1 (iii)
* ou se uma das duplas tiver os dois termos iguais a -1, implica que gbf = cdh = -1, o que obriga outra dupla
também ter dois numeros iguais a -1. Assim, deve-se escolher duas das duplas para terem dois nimeros
iguais a-1: C3’2 =3 (iv)

De (iii) e (iv) tem-se 4 possibilidades.
E, por analogia, acontece com os grupos gbf, cdh. Assim, geram 3x4 = 12 possibilidades. (B)

Assim, o caso 1 possui, de (A) e (B), 36 + 12 = 48 possibilidades.
2° caso: ceg ou afh ou bdi =1

Estes sdo andlogos ao 1° caso, o que geram 48 possibilidades.

Dai, o numero de casos favoraveis é dado por 48 + 48 = 96 possibilidades. E, o nimero de casos possiveis é dado por 2° ja
que cada elemento da matriz possui duas possibilidades, 1 ou -1.

Logo, a probabilidade pedida é p— % = 3

2’ 16




